ngtitut fir Prakiische Mathematik (IFN) |-
fr(_)f_i Ire e Walither = BeI'.LCh't

5

mgehidsche Hochgchule Darustadt

—
1]
.
J
m
3
IJ
@]
£
i

Behandbung linesrer Bi_enwertaufgaven mit Hilfe

der Hamilton — Cayleyschen Gleichung

= NF

II
ieZ. K.Hesgenbverg
gev. Kol noery \:}}

1 T - e T —— ] i n L1
’ Dre—-Ing. Karl Hessenbheiz rzolfe Dr. A. Walther

2la Searneiser Justitutsdireiitor




g et . p— e i --—a R AR e Ry e e e “"""E‘_'"Z“-'"."?!-.‘-f?'m."‘?""_ "-z-:-‘:;t:
el e ,l_z!; ,_“

. > I,"'II" —T\'

= LN P |

AR e Sl e

- - Inhaltsverzeichnia

fezeichnungeweige flir Matrizen und Vekrtoren
Bin Lnxvung
A« Erctes Verfauren

! & 1 Berechnung der Bizemvierie
A 2 jerecinung der nlucnlr sunen
: . R D enuv?uué elnes Vektors %, y der aickt alle Bizen-
4

B

i

i gsunzen enthild

Mehrfoche Bigenwerte

&) Binheits-Teiluatrzizen

b) Nachwels der vollotindigen und eisisenii sen
rexrlegung )

A

- b
e A e U0

i
-l
COYAH

c; ?erLtaruJQ des Megrifies der Bi cnlisung

i d) Zerlepung des Velrtors :
ersten und htheren Tra

A 5 Genawigleitsverlust curch Bildung Rleiner Differenze:

?“
@
0¥
—
L

aus grolen fZahlen i L
Te ZWeltes Verfahren 22
: B 1. Vorbsuerkung 22
B 2. BVeitung des Torfuhiens 22
3

s NMrehfiar 1g des Verfiahvens Yel villizen. ouur

anganaherten Verschiwlinden eines Veljors 3 26
Beotimmung der Bi; e:LJaungem = 25
rrektische Dorchfilirung des Verfahrens 29

Ce Durchrecihnung eines praztischen Zohlenveispiels
C 1. Anwendvug des svsien ?arfwnren“ 5 3

5
Jereciinmung Jder Vekioren 3,=0-3, 22
an‘“';ng des linearen GJELUWOH“GB*ﬁ*ﬁﬁs Je
Jerechnung der Bizenwerts als Wurzeln der ale ichunz 52
3erechnung von Eizenlisi i en 3
vendung des zweiten Veriuhriens 4
Perecmiung der Motrix 34
dustLti)leielcn ier Deberudnante nach Gleichua:r (G3) 35
Auftdsung Jdex Gleichuny ¢rnl =0 _ b
d) Perechnung der Eigenldsungen 55
2

Zusammenfassung

(&
2

™
i
L]
. 14
o=t
-

OCPi-udg'm




Bezelchnungsweise fiir Matrizen und Vektoren

- v = a ey .
GroBle Frakturbuchstaben: quadratische latrizen Ol= (&'-': :_'&4')
nf nn
¢ = Einheitamatrix , |0ll = Determinante der Matrix Ol.

X

X,
Kleine Frakturbuchstaben: Velktoren .= (‘1)

(eine Spalte mit n Kowmponenten)

Einleitung

Das homogene lincare Gleichungssystem
() Axye= ) pyx,=0 (u=1,-.n)

wvad
in latrizenschreibweise durch die Cleichung
(1') (A¢-a) =0

dargestellt, bvesitzt bel:amntlich” fir diejenigen A -iWerte eine
von O verschledene Losung ¢ = (x,,

- X
minante

) , Tir die die Gleichungsdeter-
(2) IAQ-0=A"+Kk A"+ -+ Kk _ At+tk,= p(A)

verschvindet. Die Werte A; (i=1,....,n), die die Gleichung
(3) 1Aa¢-0l=0

erfiillen, heiBen I-:ig;enwerteg) der Metrixz Ol , die entsprechenden
Losungen ¢; Eigenldsungen.,

Zur Berechnung der Eigenwerte und nigenl¥sungen kinnen zahl-
relche verschiedenartige Verfahren benutzt werden. Das Aunsmultipli-
sieren” der Determinunte IAg-0l erfordert besonders bei viel-
relhigen Glelchungssystemen oft cine recht umfangreiche und umstind-
liche Rechenarbeit. I\T'dhcrungsverfahren1 )4) fihren, besonders wenn

1) Rev.Mises und H.Pollaczek~Geiringer: Praktische Verfahren zZur

Glelchungsaufldsung. Z.angew, idath, Mech. 9 (1929) 152-144,

2) Im Gegensatz zu dieser Definition der rigenwerte A werden mit-

unter deren Kehrwerte 1/) als die Eigenwerte der Katrix beszeichnet;
l. 2.8, FuBnote 1. :

J) lehuke: Praktische Lisung der Grundaufgaben e....

liath. Ann. 103 (1930) 300-318.

4) C.G.Jacebi: Uber e¢in leichtes Verfahren, die in der Theorie der

Sikularstbrungen vorkommenden Gleichungen numerisch aufzuliisen.

J. reine angew. Mathe 30 (1846) 51-94.
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nur einzelne Eigenwerte und Elgenldsungen gebraucht werden, su-
wellen rascher zum Ziel; sie sind jedoch nur unter besonderen
Voraussetzungen mit Vorteil anwendbar.

In der vorliegenden Abhandlung wird im ersten Teil ein be=-
sonders einfaches Verfahren behandelt, das auf eilner Anwendung
der Hamilton - Cayleyschen GleichungsS beruht und in seinem Gruml-
gedanken bereits bekannt ist6 . Dag Verfahren eignet sich nicht nuz
zur Ermittlung der Eigenwerte, sondern ermdglicht auch mit verhalt-
nism&Big geringem Arbeltsaufwand die Berechnung der entsprechenden
Eigenltsungen. Das Verfahren hat jedoch den Nachteil, das man in
gewlissen Fdllen nur einzelne Eigenwerte mit befriedigender Genaunig-
keit, die anderen dagegen nur sehr ungenau oder iiberhaupt nicht fin-
det. Es wird deshalb noch eiln weiteres Verfahren entwickelt, dessen
Durchfiihrung ebenfalls nur einen miBigen Arbeitssufwand erfordert,
das Jedoch in jJjedem Fall anwendbar ist und das jeden unnttigen Ge=~
nauigkeitsverlust vermeidet.

A, KErstes Verfahren.

A 1. Berechnung der Eigenwerte
Die Hamllton -~ Cayleysche Gleichung sagt aus, daB zwischen den
ersten n Potenzen einer beliebigen n-reihigen Liatrix O die Be-
ziehung bestenrt

(4) pO) = 01"+ k, 0" "+ ... +k,,0L+k,¢=0,

worin dle Koeffizienten k, 4, +c..ey k, die gleichen sind wie die
des Polynoms (3).

Durch Multiplikation eines beliebigen Vektors 13, mit dem
Matrizen-Polynom ¢ (0l) erhi#lt man nach Gleichung (4)

(5) ¢ (0l) 3, = 0[”3.,+k101""},+ oot Kng Oyo+Kno= 0.
Die hierin vorkommenden Vektoren
(6) 3«,,-’“}, R },_-’0[}.,:011},, ey, }n’m}n—qtm“}a

ktnnen durch wiederholtes Multiplizieren des Vektors mit der Matrix
0l mit verhdltnism#fig geringem Arbeitsaufwand berechnet werden.

5) Bocher-Becks Einfiihrung in die hdhere Algebra. Leipzig 1910,

Se. 319.

&) Frazer, Duncan and Collar: Elementary liatrices. Cambridge 1938.
S« 147 £L. : :

i : . =
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Damit erhdlt man nach (5) und (6) die Vektorgleichung
(7, kn}."‘ka-q}"""'*ki}n-‘l-‘.}’l=o

Diese Vektorgleichung, in der simtliche Vektoren Jo ssseey ¥
bekannt sind, enthdlt n lineare Gleichungen fiir die gesuchten n
Koeffizienten.

10 8 2
Beispiel: Gegeben die Matrix 01 = ( S 6.3 )-
1 2 4

Durch wiederholtes Multiplizieren eines willkiirlich gewshlten
Vektors, z.B. eine s Einhei tsvektors ¥ mit der Matrix 0l erhidlt

Han (1) (10) (142) (2132)
o=| 0 ] f"‘a' o= D [ = 0L 4 = 83 » = O0OL- 2 = 1280 5
¥ o F il { - F ¥ 24 ¥a ¥ 104

Fiir die gesuchten Koeffizienten k,, k, , k, der Gleichung (4)
ergibt sich damit gemdB (7) das lineare Gleichungssystem

1ky + 10-ks + 142-k, +2132 =0
(7‘, 5 2 k; <+ 83. k.' + 1280 - O 9
1'kg + 24'k1 + 404 =)

aus dem die werte Kk, = -20 , k,= 76 , k, = =52 leicht berechnet
werden kdnnen. Durch Auflgsung der Gleichung

A? - 20A* +T6A-52=0
erhdlt man die drel gesuchten Eigenwerte der Natrix
qu 15’23575 9y 13" 3'88595 9 2.3 == 0’87830.

A 2. Berechnung der Eigenldsungen

Sind die n Eigenwerte A; sdmtlich voneinander verschieden,
8o entspricht jedem Eigenwert A; genau eine, bis auf einen will-
kiirlich wiéhlbaren Proportionalititsfaktor bestimmte Eigenlisung ;.
Die den n verschiedenen Elgenwerten entsprechenden Eigenl@sungen
%<9 $1 9°+°y g, Sind voneinander linear unabhingig.
Bestiinde némlich zwischen ihnen eine lineare Beziehung

(8) }—_“E‘Ef‘=“f‘&4+aztz+"‘+°‘ﬂtn=o'

worin mindestens ein iert «; von Null verschieden sein mige, so
widre auch

(8') Ol & i =A% e+ A3y st -+ ApnQppn =0

und allgemein

(8") O Fa;it: =ATx pa + A&, 2+ -+ Anctn po = 0.

| SRS R T AR eI
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Die Gleichungen (8) bis (8") fir -p = 0y1,..., 0~-1 bilden ein
n-relhiges homogenes Gleichungssystem fiir die Vektoren a; ¢; . Da
die Determinante dieses Gleichungssystems, die Vandermondesche
Determinante

4 4---1
(9) Ao At 5oL | =T A=)
AT AT ARt e ey

nur dann verschwindet, wenn entgegen der Vorsussetzung mindestens

zwel Elgenwerte einander gleich sind, so miissen alle «; ¢i =0

sein, d.h. eine lineare Beziehung (8) zwischen den Eigenldsungen
¢; (i=1,...,n) kann nicht bestehen.

Aus der linearen Unabhingigkeit der n EigenlZsungen Brreesybn
folgt, da8 Jeder beliebige n-dimensionale Vektor 3 eindeutig als
lineare Zusammensetzung aus diesen n Eigenl8sungsvektoren darge:.
stellt werden kann. Das gilt also auch fiir den bei dem obigen Ver-
fahren benutzten Vektor Fo

(10) e law Lo,

=4 =4

worin die Vektoren p; = «; g; den Eigenldsungen ¢ proportional,
also, falls «q; +0 , selbst Eigenldsungen sind.
Durch wiederholtes Iliultiplizieren der Gleichung (10) mit der
liatrix O erhdlt man fir 3, , ¥« seses 3.4 dle folgenden Ausdriick
.e; +t;+...+-t:_ = %o
(14) At Aagat - - - ¥ 2,007 34 .

..............

Nachdem die Vektoren 3, 5 F4 seeey Jn-+ bDereits bei der Durch-
fihrung des obigen Verfahrens berechnet wurden und ebenso auch die
Eigenwerte A; (i=1,2,...,n), stellen die Gleichungen (11) ein ge-
wShnliches lineares Gleichungssystem fiir die Vektoren 2; (1=1,2,00 4
dar, die auf diese Welse sehr einfach und beguem errechnet werden
ktnnen.

Durch Anwendung der C r am e r schen Regel erhilt man z.B.
fiir ¢.

}. 4"--4. 4 4"'4
8 Ay oo A e P S &

Soeg AZSL L AT AT At
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Die Nennerdeterminante ist die bereits erwidhnte Vandermondesche

Determinante (9). Die Zdhlerdeterminante ist ebenfalls durch alle

(A; - A,) teilbar, soweit i>k>4 , wie man sofort erkennt, wenn

man die k-te Spalte von der i-ten Spalte (i > k>41) subtrahiert.

Man kann daher den Ausdruck (12) durch alle diese ( A; - A,) kiir-

zen. Im Nenner bleiben dann die Faktoren (A; = A, ) fir 1 = 2,3, ey
T A:=2A,) = (A)" + A" T2+ (-A)" 5L A A, +

(43) e i G i
+{"A4 Z):Z A;A A_g ‘+{AH'A”-4"°‘.A3’

i2k>f>4
Der Zdhler des Ausdrucks (12) unterscheidet sich von dem

Nenner nur dadurch, daB die Verte A: durch die entsprechenden
Vektoren 3, zu ersetzen sind. lan erhdlt also, indem man noch Z#h-
ler und Nenner mit (—1)3'1 multipliziert
}u-f"}n-z'g A; t }H-S-;E AiAg=---t {-4)"-‘3’('.1';'&.:"
H{A -A;)

Im allgemeinen wird es genagen nur den Zzhlerausdruck von
(14) 2zu berechnen. Denn der Zdhler stellt einen Vektor ¢, dar, der
ebenfalls der gesuchten Eigenltsung ¢, proportional ist. Nur wenn
man aus besonderen Griinden feststellen will, wie groB8 der in %o
enthaltene Anteil der Eigenldsung ¢, ist, muB auch der lNenme raus
druck berechnet und der 2Zzhlervektor g; durch den Nenner dividier:
werden.

‘Beispiel: In dem oblgen Zahlenbeispiel ergibt sich fiir die de:
Eigenwert A, = 15,23575 entsprechende Eigenldsung gemaB (14) ohne
Beriicksichtigung des llenners

4= 32" (A2+A3) 3.+ (A;-25) - 3,
142 10 1 97,7705

= ( 83‘) - 4,76425 - ( 5 + 3,41303 - [ O = 59,1787 |+
24 1 0 19,2357/

Ebenso kinnen die den Eigenwerten A, und A, entsprechenden Eigen-
ldsungen

(14) ¢} =

£ = },*fﬂf*ﬁ,)}*fflq'ﬁi)},,
t3 = F2(A+A;) 3, +(A,-4;) 3,

berechnet werden.

Man kann die Genauigkeit einer jeden errechneten Eigenldsung
¢: und zugleich die des entsprechenden Eigenwertes A; nachpriifen,
indem man die Eigenlosung mit der liatrix 0l multipliziert und die
Komponenten des Vektors Ol-g; mit denen des Vektors g; vergleicht,
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Im obigen Beispiel erhilt man

1489,6060 1489,6069
- ‘84 - 901 :5318 » Adt{: = 15,23575 - ‘E: 901 ,6319
293,0707 293,0T703

also eine recht gute Ubereinstimmung.

A 3. Benutzung eines Vektors 3. , der nicht alle Eigen-
1sungen enthilt

Das obige'verfahren zur Berechnung der Eigenwerte ist nur
dann ohne weiteres anwendbar, wenn die Vekioren 3, , 3« jyecey Fns
voneinander linear unabhinglg sind; denn nur dann ist das in Glei-
chung (7) enthaltene lineare Gleichungssystem fiir die Koeffizien-
ten K,,..., kn eindeutig lsbar.

Sind dagegen die n Vektoren 3, 5 F¢ seces Fas» die als Spalten
einer quadratischen latrix

3,: {3,‘}*-..3,"_4)

betrachtet werden ktnnen, ein- oder mehrfach voneinander linegr
abhéngig, so hat die Determinante dieser Matrix den Vert O, Das
Gleichungssystem (7) ist dann nicht eindeutig losbar.

Es s0ll jedoch im folgenden gezeigt werden, da man auch in
diesem Fall das beschriebene Verfahren verwenden kxann, um wenig-
stens die in 3, enthaltenen Eigenltsungen und die entsprechenden
Eigenwerte zu berechnen.

Der Reng der n-reihigen kiatrix 3} sel m; zwischen den n Vek-
toren 3¢y ¥4 3e-+3y Fa-4 mOgENn also (n-m) lineare Beziehungen be-
stehen. Dann gelten folgende Sdtze:

1.) Die ersten m Vektoren 3, 5 3+ jses+y 3m-+ Sind von“einander
linear unabhingig.

Bestiinde zwischen den Vektoren Feo » geee3 ¥m-+ €lne lineare
Abhdngigkelt, so gibe es elnen vektor“;.(kirn 45 der durch linear:
Zusamnensetzung aus den vorangehenden Vekioren 3oy 34 sevey Ix-v
dargestellt werden kann:

3,“=/3'},'+,3_'3,‘+ ceeet B, Yh-1 ;
dann wiren sber alle folgenden Vektoren

Yot =0 34 = LoFe *+ Py Fateo o tPua3u ,
Frhe2 = 0t }ku"ﬂe ¥2* /31 Fa T "’/3& =4 Fgeq
ebenfalls durch lineare Zusammensetzung aus den k Vektoren e, ¥

-1 Fx-« darstellbar; dle Matrix 3 hdtte also entgegen der Voraus
setzung den Rang kéin 1.
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2.) Der (m+1)-te Vektor Ym =0U“}, kann eindeutig durch lineare
Zusammensetzung aus den m ersten Vektoren dargestellt werden

(15) St Yo Fmiis PV Bucativooe *Ymy, =0,

Denn da die Matrix % nach der Voraussetzung den Rang m hat,
besteht zwischen de:n (m+1) Spalten 3, ,..., ym eine lineare Be-
ziehung, in der der Koeffizient von 3, von Null verschieden sein
muB, well sonst (entgegen Satz 1) zwischen den iibrigen m Vektoren
Jo » %‘,...,}mq eine lineare Abhingigkeit bestiinde.

estiinde mehr als eine lineare Beziehung gemi#B (15), z.B.

}m+3’1}m~4+""+3m3’o =0,

Im P ¥ Fmat ot ym Yo =0,

so enthielte die Differenz der beiden Gleichungen im Widerspruch
zu Satz 1 elne Beziehung zwlischen Yo » i".." Fm-1 -

Die Koeffizienten Yy y...., ¥m 85ind also durch die (m+1)
Vektoren 3,5..., 3m eindeutig bestimmt.

3.) Das Polynom der Matrix O gem#B Gleichung (4)
PO =0 "+ k, 00" "+ ...t kg O+ K, ¢

ist teilbar durch das mit den Koeffizienten y, , ...., ¥m der
Gleichung (15) gebildete rolynom

(16) Wwl(0) = O +y, U™+ .ot youyg Oty @,
d.h. es gibt ein Polynom (n-m)-ten Grades
(17) x(0) = 0" "+ 3, 00" ... Vm €5
das die Identitat )

(18) g Q)= (0)- o (O)

erfiillt.,

vire (01) nicht durch w(0) teilbar, so gibe es ein Rest-
polynom p(Q&) von geringerem als m-ten Grade

g (01) = o (0U) - p(01) - x (O1)
(19) =, m"“".;.;z A™ 24t §, Q.
Mun ist nach Gleichung (5) ¢(0)-3, = 0 und nach Gleichung (15)

w(i)-3, = 0.
Folglich wiire nach Gleichung (19) auch

O 3,= g (003, = (00 x (0)3,=0,

also 3
P (o) '3’0 = f‘ aM-4}a+ fl mm-z}‘-f. -t fm 3"

= f-t }m-‘l + §3. }m—z g '-"'+fm 3’!=0'
Da die liatrix 3 voraussetzungsgem#zB den Rang m hat, kann aber nagh
Satz 1 zwischen den Vektoren 3,, 3, sceey Im.+ Keine lineare Be-
ziehung bestehen. Folglich miissen samtliche Koeffizienten
f4+ »o2+5 §m verschwinden. Es ist also p(0l)= 0 , also nach Glel-
chung (19)

¢ (0L) = 4 (01) -  (OL).
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4,) Samtliche Vurzeln der Gleichung
(20) WA =AT+y, A7ty At Y= 0
sind Eigenwerte der Lautrix O .

Die soceben nachgewiesene Igentitidt ¢=w-yx gilt, da ¢,vy
und x ganze rationale Funkticnen sind, fiir jede eindeutlig poten-
zierbare Verdnderliche, insbesondere =also. auch flir skalare GridBSen.

S8 18t 8l80 - L 1A) = (AN A
Aus dieser Identitdt folgt, daB8 die n Jurzeln der Gleichung |

g (A) = 0 libereinstimmen mit den m wurzeln der Gleichung y(Al=0 und
den (n-m) Wurzeln der Gleichung x(A) = 0.

Da nun dle n Vurzeln der Gleichung @(A) = 0 dle Elgenwerte der
Matrix Ol sind, folgt, daB sémtliche #urzeln der Gleichung (20)
ebenfalls Eigenwerte der latrix Ol sind.

Man kann also auch dann, wenn die n-reihige ligtrix }=(3.,3,‘...3,"
nur den Rang m (m<n) besitzt, auf dem beschrlebenen ¥Wege m Eigen-
werte der latrix Ol berechnen.

' Es mu8 nun noch untersucht werden, ob auch die Eigenltsungen
in dem hier betrachteten Sonderfall in der oben angegebenen ieise
ermittelt werden kdnnen,

Zunichst sei wieder vorausgesetzt, daB alle n Eigenwerte A;
der Matrix 6l voneinander verschiecden seien. Die entsprechenden
n Eigenltsungen ¢; sind dann, wie frither gezeigt, voneinander
linear unabhingig.

Zwischen der Matrix 3=(3,3. - Fn-4) und der liatrix

H'=(p, ¢2---#,), deren Spalten die in 3, enthaltenen higenlt-
sungsanteile ¢;= «;¢; sind, besteht nach Gleichung (11) die
Beziehung

"R PR (WAL
; 4 A An-‘f

(24) 3 =H'-0, worin W= o B :
D ey S S

Da die Determinante der Mztrix W0 nach Gleichung (9) von Null
verschieden ist, haben die Matrizen 3 und H' den gleichen Ra—uig._
Sind von den n Eigenldsungen m mit einem von Null verschiedenen
Anteil ¢! =a;¢; in 3, enthalten, so hat die llatrix H' und folg-
lich auch die Matrix 3} genau den Rang m.

Nach Gleichung (15) und (6) ist damn

PO -3, = (0T +y O™+ ooty Ot ym ) 3= 0

nach Gleichung (10) also

(22) YOO L a; =) a;pl(0e =) a;y(A)eg;=0

Da alle Eigenldsungen p; voraussetzungsgemaB von Null verschie-

den und voneinander linear unabhinglg sind, folgt aus (22)

(23) ;- v {A;,'-‘o fiir i=1 ,2,..,!1 . e
"

FTe
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In dem Vektor 3, mdgen die Eigenldsungen p; (i=1,...,m) mit
von Mull verschiedenen Anteilen «; p:; enthalten sein. Es sei
also ‘

o0 Py 1w ey By
x; =0 fiir 1 = m+1,...,0.

Aus (23) folgt damit
(24’ 'W(A;)=0 flj.rj.: 1,0-., m,

Die m Vurzeln der gemdB (15) aus 3,,3,,---,3m ermittelten
Gleichung (20) sind also identisch mit den m Eigenwerten A;
(i=1,...,m), die den in 3, enthaltenen Eigenlisungen B
(i=1,...,m) entsprechen.

Beispilel:
5 2l o) .5 3 257
3 311 9] ¥lo] ¥|3] |2 7501
-1 -6 -9 21 0 =3 -18 -235

Die vier Vektoren 3,,---,3;8ind voneinander linear abhingig. Die
Auflosung des Gleichungssystems
3ttty 3=0
y‘!=—47 ' y8=74; y3=-55'
Die Wurzeln der Gleichung
A -4TA*+ M2 -55=0
adad Ag=M, A, =5, A,=1.
Den einzigen noch fehlenden Eigenwert kann man in diesem Fall
leicht aus der Diagonalsumme berechnen

& [
ZA:=ZG¢.£4=46, a“=29-

i=M =1

ergibt

Die in 3, enthaltenen Eigenltsungen findet man in der oben
beschriebenen Weise nach Gleichung (14); z.B.
. F2m(5+4) 3,4 (5-1)3,
C T s - |-




E e

A 4. Vehrfache Eigenwerte

Auch dann, wenn die gegebene Natrix O unter ihren n Eigen-
d werten zwel oder mehr einander gleiche Verte besitzt, eignet sick
das beschriebene Verfahren ohne grundsdtzliche Elnschrinkung odez
inderung zur Berechnung der Eigenwerte. lieistens wird in diesem
Fall die Veterminante der Matrix 3 =( %o ¥+ """ }n-+ ) Verschwinden
und das Gleichungssystem (7) fiir die Unbekannten k,,---,k,

daher nicht eindeutig 1lYsbar sein. Hat die Matrix 3 den Rang m

! (m<n), so ktnnen, wie soeben gezeigt wurde, immerhin m Eigenwerte
der iatrix O auf dem angegebenen iege berechnet werden,

Fiir die Berechnung der Eigenldsungen wurde oben die Verschie
denhelt sémtlicher Eigenwerte vorausgesetzt; denn nur unter die-
ser Voraussetzung besitzt die Matrix n eindeutig (bis auf einen
unbestimmten oder willkiirlich festgelegten skalaren Faktor) defi-
nierte Eigenltsungen, so daB jeder beliebige Vektor 3, eindeutig
in diese n Eigenldsungen zerlegt werden kann. )

Im folgenden wird gezeigt, daB auch dann, wenn unter den n

| Eigenwerten der Matrix Ol sich nur m voneinander verschiedene
Werte A,,A,,---, 4, Dbefinden, jeder Vektor 3, eindeutig inm
Eigenldsungsvektoren ey Bzi* s Bm zerlegt werden kann, wobel

allerdings eine Erweiterung des Begriffes der Eigenlidsung notwen-
dig ist und ferner natiirlich auch hier die Antelile einzelner
Eizenltsungen gleich Null sein konnen.

a) Einheits-Teilmatrizen s

Die n-reihige Natrix Ol mbge m voneinander verschiedene &
werte besltzen, und zwar sei A, (i=1,2,...,m) eine p,-fache
Wurzel (p; 5 1) der Gleichung [0l-A¢l = O, Es ist also
L pm = n. ‘ )
(Die eingeklammerten Indizes dienen zur Kennzeichnung der m
einander verschiedenen Eigenwerte).

Nach Gleichung (4) ist

Pe1) Pra) Pim) ‘e

(250 T (Ol-a,;,{)ﬁ"={a-7«magl (OU-Agy @) e (O=Am @) =0,

24, 0m

wobei die Reihenfolge der Faktoren beliebig vertauscht we
Auy Sel einer der m verschiedenen Eigenwerte A, . Diel

P
FII; (O'l'-l,,-, g) !
m ”‘m")‘m)’m

(26) %, =
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(worin die Produkte in zshler und Nenner iiber i=1,2,...,m auBer
i=k zu bilden sind und demgemiB der fenner eine von !full ver-

schiedene Zahl ist) erfiillt nach Gleichung (25) die Bedingung

(27) (-2, €)™ &, = 0.

Bildet man weiter die Liatrix
i
4 I (0-2, ¢) £ " (A €A €

-"— {)‘fkl A“)‘Pm ]
so steht im Zihler diesea Ausdrucks die Differensz zweier gleich-

lautender rolynome von 0L und A, ¥ . Da jeder Ausdruck
0”- {7«(,(,{)" durch (0-1,,¢) teidbar ist

01’—(11"(, '{’v= m")‘(vm € =(A-2Ap, f)‘ (mv-"""'lm [ A '1::: €),

Ptir

(28) By = —

enthdlt auch die Differenz der beiden FPolynome in (28) und folg-
lich auch die Matrix %,,-¢ den Faktor (0l-A,¢) . Entspre-

chend enthilt die Matrix (%,-¢)™™ den Faktor (0-Ag,¢)"™.
Aus Gleichung (27) folgt daher
(29) (¢- S'u:)}‘pm $u = 0-

Die latrix
(30) €w=¢- ('e-."&'fkl)ﬁ” = By [ (‘:M) €- (?H) gy )

enthédlt als Faktor die Matrix %, . Aus (29) und (30) folgt

(31) (€-€w) $ug= (€~ B )‘Pm 2

also
(31') Lo T = B

und aus (31) und (30)
‘A€-€w) ¥ =0,

(32) € = € -

Ferner folgt aus (27) und (50)

(33) (0L-Ag €)% Lo =

Zwischen zweli Matrizen %m,,ihm gemdB Gleichung (26), die ver-
schiedenen Eigenwerten A, A, entsprechen, besteht, da %

definitionsgemd8 den Fgktor (al-A,mag\P“’ enthdalt, nach Gleichung
(27) die Beziehung :

iy Fuy =0
und folglich nach Gleichung (30)
(34) Cair' €= 0

Die den m verschiedenen Eigenwerten A, (i=1,2,...,m) zugeord-
neten liatrizen ¢, besitzen ferner, wie im folgenden noch nach=-
gewlesen wird, die Eigenschaft, daB ihre Summe gleich der Ein-

| B e
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heitsmatrix ist
(35) 'Z‘ fm'-" 'f

Sle sollen deshalb als "Einheits-Teilmatrizen" bezeichnet werden

b) Nachweis der vollstiéndigen und eindeutigen zZerlegung

Zum Nachwels der Gleichung (35), die iibrigens auch aus der
Elementarteiler-Theorie7 abgeleitet werden kann, werden zwei
bekannte Hilfssidtze benutzt.

Die Anzahl der linearen Beziehungen, die unabhingig vonein-
- ander zwischen den Spalten oder den Zeilen einer n-reihigen Matr
bestehen, mbge als "Rangabfall" der liatrix bezeichnet werden.
Elne n-reihige Matrix vom Range r hat also den Rangabfall n-r.

Hilfssatz 1

Der Rangabfall des Froduktes aus zwei (allgemein m)
n-relhigen katrizen ist nicht kleiner als der Rangabfall einer
dieser Hatrizen und nicht grdBer als die Summe der Rangabfille

beider (bzw. aller m) Matrizena).

Hilfssatz 2

Hat die patrix Ol die Eigenwerte A.,,A,,---,A,,") 80 hat die
auf die p-te rotenz erhobene Matrix a® die Eigenwerte A], A7 ... A
Der Bewels dleses Satgzes folgt aus der Identitit
I-A€I=(A,~A)A,-A)----(A,-2),
indem man die Verdnderliche A durch ¢,-A ersetzt, worin ¢,
eine der p EinheitswurzelnV4 ist. Durch Multiplikation der
p Idéntititen 2
(0L~ ¢, AQI=(A,~€,A) (Ay=g, A)----(A,-E,A) (v=1,...p)

erhdlt man mit
{A;-E,A)(Z,—-gl)‘)....(;\;_E’A’,A;P_AP .ii

und e
(Ol-g, A¢) (O1=-g, Ag)-- - (Ol-g,ALI=0L"-2"¢

fiir die neue Verinderliche §=A" die Identitdt
(0%~ gl = (AP~ £ (AT-§) .- (A% -f).

7) BOcher-Beck: Einfiihrung in die hthere Algebra. Leipzig 19
Kapltel XX ff, : :
8) BOcher-Beck: Einfiihrung in die hthere Algebra. Leipzig 19
S. 84. ?
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A, 8el ein p(i)-facher Eigenwert der latrix O . Die lMa-
trix (0l-A, ¢) besitzt also den p(i)-fachen Eigenwert O; ebenso
hat nach Hilfssatz 2 die Matrix (Ol'hmf)ﬁ“ genau den p(i)-

fachen Eigenwert 0. Hieraus folgt, daB in dem Ausdruck
(36) In¢-(0-A,e) ™ I =n"+kin™ + ...+ k. _ ntk,

- die letzten P(y) Koeffizienten k, (s = n-peyy) + 1y.00,0) VET-

. schwinden, der Koeffizient k,:_ﬁ. dagegen von Mull verschie-

Bekanntlich?) sind aber die Koeffizienten k, der Gleichung
(3), abgesehen von dem Vorzeichen, gleich der Summe der Haupt-
unterdeterminanten s-ter Ordnung der betreffenden jatrix 0 , der
Koeffizient k,_ .. der Gleichung (36) also gleich der Summe
der Hauptunterdeterminanten (n«p(i))—ter Ordnung der katrix
(O-A, ¢ . Da k,, # O ist, konnen also die Unterde-
terminanten (n-p(i))—ter Ordnung von (Ol-A, ¢)7" nicht simt-
lich verschwinden, d.h. der Rang der katrix (Q-A, \e)P‘" ist
mindestens n = P(i)’ ihr Rangebfall also hdchstens P(i)'

Die Matrix ., nach Gleichung (26) ist, abgesehen von dem
endlichen skalaren Faktor im Wenner, das Produkt aus (n-1) Matri-
zen (0l-2A,,¢)"™ (i=1,...,k-1, k+1,...,m), von denen jede, wie
gezeigt, htchstens den Rangabfall P(1) besitzt. Nach obigem Hilfs~-
' satz 1 betrigt also der Rangabfall des Produktes aus diesen (m-1)
latrizen hgchstens X p, . Der Rang der Hatrix &, Dbetrigt
also mindestens i

0= E& Pir = P
d,h., die latrix ¥, enthdlt unter ihren Spalien nmindestens P(x)
voneinander linear unabhingige Vektoren. Das gleiche gilt nach
Gleichung (31') und yilfssatz 1. auch filir die Einheits-Teilmatrix €t

Die Gesamtzahl der in den m Liatrizen ¢, enthaltenen, von-
einander linear unabhingigen Spalten betrigt also mindestens Y p,=n
Dabei kann eine lineare Abhingigkeit zwischen den Spal-
ten verschiedener Einheits-Teilmatrizen nicht bestehen. Bestiinde
eine solche, so konnte diese in folgender Form geschrieben werden

(8a) Ay et Xeny Bt -t Xy Lo = g,




L jeder der Vektoren e, liie.r aus den Spalten der sntspre-

encen Matrix @ zusaumengesetzt ist. Aus den Gleichungen (32)
Bind (34) folgt aleo fir diese Veltorar '

k: (37) € B = By € two =0 fir k #i.
“Bu._ eh Multiplikation dex Gleichung (3a) mit @ erhilt me: %

__- - e

P‘ls

k=1

Lo o = e Kooy iy * ?m"g,“; Xy Pay = Xy ey +0 =0

8150 iy Qs = 0 - U3 awar TUr =132y es e Gledchun: (8a) iat
B loc nur durch Verschwinden simtlicher ocm 20 eriillbai;
A

3 :iu en den VQ;ZBOIC;E fff] ¥ Ef‘l]'-.- 1 erm] ST 1..8.1.1’1‘- Ll-a.ﬁ' e Hew
BZiciu,, healahoil, 4

ug Jolygt 2ver such, dail der Reny der Rinheits-Teiluntri-—

Mci Qi Bicht wriler sein Xamn als F(iye HEvse edns der NMatrisen
i cinen Raby griBer als *‘(1)’ 80 miBbe es unier den Spalten der

S Tinhelvo-Teilnatrisen uche abls X pa= voneinauder bincax

PR badn i e Velktorea geben, was bel Vektorcid n—ter 01 inung nicht

o el ich iste

M iy SRl = . e - y i B RO et S = = 1T By oh .
3 Kann deganascel sas deil SpalUen ey Bimgaeod to=Teilny bl Egen n

poneinondcr bdnear wasbhingl e Vekicren i (L=15250% 0 9il) Zusauinens=

By T . . . - % I-j iy P— | - - .y 1 . o=} 93 .4
‘, el lon. Joder ».M,'LJ.'....lUC Vekior 3 ) HATHL Cadlil. edlauenbls ubs eine

dine: e ngetzung aug diesen n Vekioren dar

M
]
pers
c—)
‘-J
(=
bati
o
f-\-..I
&1

n
3= ‘Z_' o«; p;-
T Jeden der Velitoren ¢; selten die cleichuagen (57) und folglich

5 ae,..,>-e-.-= :

eh fur die spalbten der Eiml.zit:-..:;:-,'i;;i:"
m E
{;‘, €33

Lglich guch fir die Binheitsmatzix selist

tigkedlt dieser Zoxleofung in Pinkoite<mail
berelis durch die Bedinguugen (53) und (39) sicher—
Gitbe es nimlich noeh eine cudere Gruppe void Matrizen ..

oren gleiciier (n—ter) Ordut g N4 h&ltzch idmner vorauszesetohe
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die die gleichen Bedingungen erfiillt

(339,350 (O-A, ™ ¢, =0, T, =¢,
80 wire nach Gleichung (26) und (33')

b Cin =0 (i+k) ,
also nach Gleichung (30) auch
€' € =0 (i+kl :
und folglich nach Gleichung (35) und (35')
€ = (Z € } e = €ar” '€:'n
€= €a - (X L ) = ol
Damit ist gezeigt, daB € = L , dle Zerlegung also eindeutig

ist.

¢) Erweiterung des Begriffes der LigenlGsung

GemiB Gleichung (39) kann jeder beliebige Vektor %o in ein-
deutiger iYeise in m Vektoren

(40) i T AT %o

zerlegt werden, die den m voneinander verschiedenen Eigenwerten

Ay, der catrix O zugeordnet sind. Diese Vektoren to sind
nicht in jedem Falle kigenltsungen in dem nach Gleichung (1')
festgelegten Sinne; die Bedingung (0 -2A,,¢) ¢,=0 1ist nicht
immer erfiillt. Dsgegen 1st nach Gleichung (33) stets

i

(44) (0L-Ap€) " g,y = (-2, ¢)

Py

"€m'3'0=0'

Ein Vektor tw » der die Bedingungen
(42) (02 @) 5= 0,
(43) (OL-A, ) pu*0

erfiillt, soll eine "Eigenlosung t-ten Grades™ heiBSen. Zur Kenn-
zelchnung des Urades einer Ligenlosung dienen hochgestellte, in
eckige Klamuern gesetzte Zahlen bzw. Buchstaben:

rt] . o :
T Eigenlisung t-ten Yrades.




ORE N

il [ : . _
Ist Eﬁ? eine dem LEigenwert A, entsprechende Elgenl¥sung
t-ten Grades (t>1), so ist der Vektor

[£3] [t-1]
(44) (-2, ¢): e = i

eine bigenltsung (t-1)-ten Grades,

denn nach Gleichung (42) und
(43) ist

t-q I t-4  [$-4]
(OL-Ag, ) (-2, 8) by (A=A, ¢) 14 =0

)

I

-2 it [t-11
(O-A,¢€) - (R-Ag¢) i T

t-2
{m"aﬁlf’ o *#0.
Allgemein ist

258
(44') (0-2, )" 2y = pon ™ (s<t)

eine Eigenltsung (t-s)-ten Grades. Auf dle Einschrinkung s<t Xk

zann
auch verzichtet werden, indem man sals Ligenltsungen nullten oder

negativen Grades den Vektor O definiert:

(45) teo =0 fir tz0.

en ersten oder héheren

j@H Zerlegung des Vektors ¥e in Ligenlisung
' Grades

Der Vektor 3, setzt sich gemis Gleichung (39) und (40) aus
chstens m Eigenldsungen ersten oder hoheren Grades gusarmen, die
den m voneinander verschiedenen Figenwerten A

re,l [t,1 it,1
3’0=EMI +‘8m +....+ew .

[t
einzelnen EigenlSsungen ¢, sind nach Gleichung (41)

chstens vom P(q)-ten Urade, wenn A, ein P(y)-faecher Eigen-
 ist; :

m entsprechen

to = Par o
. Der einfachste und zugleich praktisch wichtigste Fall liegt
gl vor, wenn alle Eigenlosungen von erstem Grade sind. Der Vek-
setzt sich dann aus m Elgenltsungen ersten Grades zusan-

die, wie unter 3) beschrieben, aus den Vektoren %o

:}11"',3’"-
net werden kinnen,

esitzt die liatrix @ auch Elgenltsungen htheren Grades und
d solche in dem Vektor Jo enthalten, so erhdlt man beil wieder-
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heltem Multiplizieren des Ausdruckes (46) mit der latrix 0L fiir
die einzelnen Eigenlisungs-inteile nach Gleiclung (44) und (44')

[t;1 [t;1 Lt It;1 [t;-41
s ot - ﬁm & An‘: fm il m’-'am f’ 'Bm C Am 'Bn’l z ‘Em
2 {1 Lt;1 ¢ -11 2 l[t;2 Lt;-41 r¢;-27
(48) J a: (AL = a- (A"'l B e Can )= Ay tar *t2A4, i : + P
v i1 _ v 041 v ved [t:-4] V). [t;=vl
L @ i " Am tay {4)Am T Erm e *'(v) Pt %
In dlesen Ausdriicken sind nach Gleichung (42) und (43) nur

die ersten f; Vektoren -e,f'",---,t,f," vonr Mull verschieden.

Die Vektoren

—m” . = =y v [l
(49, Fv- a "Fo T ;Ego{tu).am P
ktnnen demnach in eindeutiger .eise in n'=):t,- =n Llgenldsungs-
e i=f
vektoren 3,?’ “)  zerlegt werden.

Zur Ermittlung dieser n' Elgenlosungen ersten oder hiheren
Grades und der entsprechenden Eigenwerte werden die (n‘+1) Vekto-
ren 3,,3.° 0(-},,---,3.,,.=Ol"'}, benttigt. Diese (n'+1) Vektoren sind,
da sie sich zus n' BEigenltsungsvektoren linear zusammensetzen,
voneinander linear abhingig. lian kann also entsprechend Gleichung
(15) eine Gleichung aufstellen, aus der die Elgenwerte, soweit zu-
gehtrige Eigenl&sungen in %o enthalten sind, berechnet werden kdnnen

Die n' Vektoren Forder i Fnra sind jedoch, ebenso wie die
n' Eigenlosungsvektoren Ag,f,"'""’ voneinander linear unazbhingig.
Betrachtet man nimlich in den Gleichungen (49) fiirv= 0,1,...(n'-1)
die Eigenldsungsvektoren als Unbekannte, so stellt die aus den
Koeffizienten {l}j) ‘A% gebildete Gleichungsdeterminante eine ver-
allgemeinerte Form der Vandermondeschen Leterninante dar und hst
den uert

: £ 0ty
W A, — A
k:‘ﬁ,---,m Tkl fi)
}s{.--.'k-q

ist also, da i#k ist, stets von Null verschieden. Die Vektoren
,f,"'"“l ktnnen also, nachdem die Eigenwerte berechnet sind, aus

den n' Vektoren =0 eindeutig ermittelt werden.
v ¥

Bei splel:

w3 () el (%) {3
s 4), 30|, 3.5 4], 3, 88] =1 1344
11 g e 11" ¥ \488 ¥\ 2724
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Die Aufldsung des Glelchungssystems
Yo kst 3 kyt 3 kot =0

erglbt k,=-18, k,=60, ky=-56; hieraus die Eirenwerte
A, 744, A,=A,=2.

In diesem Falle ist n' = n = 3, denn die ersten drel Vektoren Yo
%+ 3. 8ind voneinander linear unabhingig.
Die entsprechenden nigenldsungen ergeben sich nach Gleichung

(49) ,e“, + ‘Em

ray [11
¥ Attt Aatm * ta
2 2 [y 41
12 At tAm e 22, Eul q

Die Auflésung dieses Gleichungssystems nach g, tar pur ergibt

0,5 0,5 1
o~ (O 5) f’fﬂz]*( 1)) eu‘;ﬂ'("z) :

lian iberzeugt sich leicht, dad ¢, tatsichlich eine Eigenlisung

zwelten Urades ist, denn es ist

]' {41
(o - A:z:‘g) Loy b ¥O

11
(0[-]{,,,{) "Em '-'(a‘”'amflfm =0

A 5. Genauirkeitsverlust durch Bildung kleiner Differenzen aus
grofen Zahlen

Wenn alle n Eigenwerte der gegebenen i atrix voneinander ver-
schieden sind und der gewihlte Vektor %, Antelle sdmtlicher Eigen-
ldsungen enthilt, so miiBte bei genaver Rechnung dle Deteruinante
13! der aus den Vektoren ¥o.¥ei """ ¥n-¢+ 8eblldeten Vatrix von Null
verschieden sein und folglich das in Gleichung (7) enthaltene line-
are Gleichungssystem eindeutig 18sbar sein.

Bel der przktischen Anwendung des Verfahrens kann es aber vor-
_kommen, daB zwar in dem gewidhlten Vektor Fo 2lle n Ligenl@sungen
mit beachtlichen Anteilen enthalten sind, daB8 jedoch in den Vektoren

v v
(50). 7w 01'-}.:[‘,‘\?,1'. (4] A, (a" 14 4%:) L R +{%:l) X, fn)

(v = 1,2,...,n-1) die Anteile der kigenldsungen ¢, ,... ¢~ gegen-
iiber dem inteil von ¢« Iinfolge der begrenzten Dezimalstellenzahl
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der Hechnung entweder iiberhaupt nicht mehr oder nur mit unbefrie-
digender Genauigkeit erfaBt werden.

Wenn beispielswelse bereits in dem Vektor }n_2=01"-z- Yo
samtliche Ligenlosungen auBer ¢+ V01llig verschwunden sind, so sind
die beiden letzten Spalten der Leterninante 131 , némlich
Yn-2 =3:-z-a. 2+ und },_4=A:"- X, ¢« einznder proportional und folglich
131 = 0. Ebenso verschwindet die Deterzinante auch dann, wenn in
dem Vektor 3,, bereits alle bis zuf zwei Elgenldsungen (z.B. g,
und ¢, ) verschwunden sind und allgemein dann, wenn in irgendeinem
der Vektoren 3, (v =0,1,...,n-2) bereits mehr als y Eigenl8sungen
verschwunden sind, der Vektor 3, sich also aus weniger als (n -y )
Elgenldsungen zusammensetzt. Denn zwischen den (n-v ) Vektoren
vy Fvee, ) Jn-a - mub dann eine lineare Abhdngizkeit bestehen.

Fir die Auflosung der Gleichung (7) nach k,,.... k, &geniigt
es nicht, daB die Determinsante 131=13 %, 3nrdvon Mull verschieden
ist. Auch die Determinante “‘1'%"'3«}:“- ¥o | mu von Null verschie-
den sein (ausgenommen den Fall, in dem die l'atrix O einen Eigen-
wert A = O besitzt). Besteht nimlich zwischen den Vektoren
¥vi¥vets: ' 3n (VS 1)  eine lineare Abhiingigkeit und ist anderer-
seits I}3/#0, so fiihrt Gleichung (7) zu dem Fehlschluf

(54) kﬂ:knu!:.... =kn_v“’=0.

Die (n-v) Eigenwerte, deren zugehdrige Eigenldsungen in dem Vek-
tor 3, enthalten sind, ktnnen allérdings auch in diesem Fall ge-
mal Abschnitt A 3 ohne weiteres berechnet werden.

Uz elne lineare Abhingigkeit zwischen den (n-v +1) Vektoren
3y " ¥n und somit ein Verschwinden def Heterminantelﬂ-}J Zu ver-
melden, ist es notwendig, daB in jedem Vektor 2y (V= 1500.,0) min-

destens noch (n -v % 1) kigenldsungen enthalten sind.

5ind die Vektoren ¥v.'""1¥n infolge nur angeniherten Verschwin
dens gewisser Elgenltsungen nicht vollig, sondern nur nzhezu von-
einander abhingig, so erhdlt man statt der werte (51) fur
Kp,"* - Kn-pezWiar ungenave, jedoch von Null verschiedene Werte, die
gegebenenfalls unter Verwendung von Naherungsverfahren nachtriglich
verbessert werden kénnen. _

Aus Glelchung (50) ist ohne weiteres zu erkennen, daf ein
rasches Verschwinden eingzelner Eigenlosungen mit wachsendem v urso
eher zu erwarten ist, je mehr die Eigenwerte voneinander verschie-

den, Jje kleiner also die Verhiltniszahlen %i sind.
= 4
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Zur Erlduterung diene ein Zahlenbeispiel, dessen Durchrechnung am
Ende dleser Arbeit wiedergegeben ist. Die 4 Elgenwerte der 4-reihi-
gen liatrix verhalten sich wie
Ag:A7 4324, =1 : 0,0368 : 0,00364 ¢ 0,00054

Der Vektor 3, mbge so gewdhlt sein, daB alle 4 Eigenltsungen
mit etwa gleilch groBen Anteilen darin enthalten sind. Um sdmtliche
Eigenwerte zu erfassen, ist €8, wie oben dargelegt, notwendig, daB
in dem Vektor 3¢+ noch zlle 4 Eigenl@sungen, in ¥z mindestens 3 und
in 3, mindestens 2 Eigenltsungen mit beachtlichen Anteilen enthal-
ten sind. Infolge der groBen Verschiedenheit der Elgenwerte sind
aber die Anteile von ¢+ Dbzw. ¢, und p, gegeniiber dem Anteil von

¢+ in den Vektoren 3, bzw. 3, und }: bereits im Verhdltnis der Werte

Ay Asy? : 2y 3
= 0,00054, ﬁif)= 0,00364 =o,oooo13,(3:)= 0,0368 = 0,00005

herabgesunken. Eine Durchfithrung der Hechnung unter Benutzung von

5 Dezimalstellen wiirde in diesem Falle nicht zum Ziele filhren; denn
der Anteil der Eigenlisung ts; in dem Vektor 3, wiirde bereits in der
Ungenauigkeit der letzten Dezimalen villig untergehen.

Dagegen geniigt die Beriicksichtigung von 8 Dezimalstellen, um
selbst den kleinsten Ligenwert und die entsprechende rigenldsung mit
einer Genauigkeit von 2...3 Dezimalstellen und die griBeren kLigen-~
werte mit entsprechend besserer Genauigkeit zu berechnen.

Es sel noch bemerkt, daB bei der Berechnung der kleineren Eigen-
werte, sofern die se nur einen geringen Bruchteil des groBten Eigen-
wertes ausmachen, auch bei Verwendung irrendwelcher anderer Verfahren
die Bildung kleiner Differenzen zus groBen Zahlen und folglich ein
Genauigkeitsverlust um eine entsprechende Anzahl von Dezimalstellen
nicht vdllig vermieden werden kann. 'an erkennt das =m einfschsten,
indem man die Diagonalelemente au, der liatrix Ol beispielsweise um die
Einheit der letzten bei der Rechnung beriicksichtigten Dezimalstelle,
also um einen Betrag, der in der Groenordnung unkontrollierbaren
Rechenungenaulgkelten liegt, erhoht; hierdurch indern sich alle Ei-
genwerte um diesen Betrag, der natiirlich den griflten Eigenwert nur
sehr wenig, den Xleinsten aber u.U. betridchtlich beeinflugt.

In dem am SchluB der Arbeit behandelten Zahlenbeispiel ergzibt
sich beispielsweise bei Hinzufiigung des Yertes 10”2 zu allen Diago-
nalgliedern (entsprechend einer Beriicksichtigung von 5 und teilweise
6 Dezimalstellen)

fiir A, 3,40218 statt 3,40217
" A, 0,12512 " C,12511
" A; 0,01240 " 0,01239
" A, 0,00186 " 0,00185




w G0N o

also fir A, immerhin trotz Beriicksichtigung von 5...6 Degzimalstel-
len eine Ungenauigkeit von etwa 0,5%.

B. Zweites Verfahren

2 1, Vorbemerkung

Das bisher betrachtete Verfahren bietet zwar einerseits gegeniiber
den gebrduchlichen elementaren Verfahren wesentliche Vorteile: einen
besonders einfachen Rechnungsgang, verhaltnismiBig geringen Arbeits-
aufwand und die uoglichkeit, auch die Ligenlosungen nit médBiger Re-
chenzrbeit zu ermitteln.

Diesen Vorteilen steht aber der Nachteil gegeniiber, daB man
von den gesuchten Eigenwerten der MNatrix oft nur einige mit befrie-
digender Genauigkeit, die andern dagegen ungenau oder iiberhaupt
nicht findet. Die Ursache fiir eln solches Versasgen kann sowohl in
der ungiinstigen Wahl des Anfangsvektors %o 218 auch in den Rigen-
schaften der Matrlix begriindet sein. Im ersten Fall kann die Rechnung,
wenn notig, mit einem anderen Anfangsvektor wiederholt werden. Im
zwelten Fall, der besonders bel vielreihigen Gleichungssystemen hiu-
fig vorkommen wird, ktnnen die kleineren oder wenig voneinander ver-
schiedenen bigenwerte oft nur durch Beriicksichtigung einer sehr hohen
Dezimalstellenzahl oder durch eine grundsidtzliche Anderung des Rech-
nungsganges gewonnen werden,

Ein in diesem Sinne abgedndertes Verfahren, das jeden unndtigen
Genaulgkeltsverlust vermeidet, wird im folgenden behandelt. Bei die-
sem Verfehren wird die Bildung kleiner Differenzen aus groBen Zahlen
dadurch vermieden, daB aus jedem durch [ultiplikation mit der la-
trix Ol errechneten Vektor bestimmte Komponenten eliminiert werden
und dal hierdurch eine ausreichende lineare Unabhingigkeit der zur
welteren Rechnung benutzten Vektoren von vornherein sichergestellt
wird.

B 2. Ableitung des Verfahrens

1 a
Es sel beispielsweise wieder 3,= (;} also 3, = 0l-3,= (a")
Qg
Bereits in diesem Vektor wird die erste Komponente eliminiert:
3‘4 T ¥ %40 Fo worin Xqo = Ay -

lien berechnet dann den Vektor 3, =0-3;und eliminiert hieraus zuerst
mit 3, die erste, dann mit 3, die zweite Komponente

}; T ®po}o " Ky Fa T ¥ -
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Ebenso werden aus 3, =0l-3, die ersien 3 Komponenten und allgemein
aus dem Vektor

(52) 3-' =0 },h;“ (v=4,2,---,n)
die ersten v T~T<:.1':31::0nent.n:-zn eliminiert:

{v=-4) fv=11 (v)
(53) 3, -®Xyo3o —xyq 3'4 qy2 3’: et S Xy oot Fv-r ¥y - S0 =4
Die Elimination aller n Komponenten aus dem Vektor 3," =0 g
ergibt '

fn=-1) ' tn-11 n)
(5%) 31" =g }g- nq 3’4 Foo e “n,n-d‘ Fn-1e T ¥n =

alsor eine lineare Beziehung zwischen Yn und den Vektoren

3o (v = Oy ecem=1)s

Die Koeffizienten o, (V= 1,2,...,0; 4 = 0,1,...,v -1) kinnen,
wie im folgenden gezeigt wird, in einfacher Weise zur Ermittlung
der gesuchten xoeffigzienten k,,---, k, nach Gleichung (7) benutzt
werden. Da jedoch die in Gleichung (7) enthaltenen Vektoren SR
nicht bekannt sind, mu8 zunichst der Zusamnenhang zwischen diesen
und den gem#B8 Gleichung (52) und (53) errechneten Vektoren },f" o
bzw. 3,,’ festgestellt werden.

Die n Vektoren 3-:"’ (v=0,1y00s,0-1) kitnnen in einer Matrix
zusammengestellt werden

' o (n-1)
(55) Y=Crode s =" Fur )
. Zwischen dem Vektor 3,:" “  und den Spalten der Matrix 3}' Dbesteht
nach Gleichung (52) und (53) die Bezighung "
avt
(y=-1] fe=-1) - (v-1) v P V- i,
(56) }vv =0 Fv-1 =qvo}o+aﬁ3’4‘+"'+av’v--f 3’»-4 +}v =3" dq i

0

..
Men kann nun die Vektoren 3" (v = 1,2,...,n) ebenfalls in einer

Matrix zusammenfassen, und gwar ist nach Gleichung (55) und (56)

(57) (3,‘};3,:...3,:"'"” a-3'=3- g,

worin die Matrix R zur Abkiirzung gesetzt ist fiir
Ko Xzo """ Xp_go Xno

(58) R= g e
R a.rn;_,

Wie spdter noch gezeigt wird, kann, gegebenenfalls durch ge-
ringfiigige Anderung des Rechnungsganges, stets erreicht werden, dal
die Peterminante der ligtrix 3' von Null verschieden ist, Unter die-
ser Voraussetzung kann Gleichung (57) auch in folgender ieise ge-
schrie ben werden, indem man Dbeide Seiten mit {3.']—1 multipliziert,

(59) (373 =p , 3pG" = .
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Hieraus folgt fiir jede Potenz 0l (v = 1,2,.....) und ebenso fiir
jedes Folynom f (01) der natrix O
(60) (31703 =[Gy ] B,
(64) (307 f(o-3=£[(30" 03] = £ (R).
Setzt man hierin fiir f(01) das Polynom der Hamilton-Cayleyschen
Gleichung (4)
g (O=0" 4k, O™+ ok ke, Ok, @,
so folgt aus ¢(ll= C und Gleichung (61)
(62) (R = P"+k1ip""+----+k,,;4P+k,,€=0-

Die Hamilton-Cayleysche Gleichung bleibt also erfiillt, wenn man
anstelle der Matrix Ol die durch Gleichung (58) definierte Matrix R
einsetzt.

Der Vollstédndigkeit halber sei noch gezeigt, daB die Matrizen
0l und R genau die gleichen Ligenwerte besitzen, da8 =zlso jedem
p(i)-fachen Elgenwert A, der latrix 0l auch genau der p(i)—fache
Elgenwert A, der Matrix R entspricht.

Wie in Abschnitt A 4 gezeigt, kann man fiir die lLatrix 0l ent-
sprechend ihren m ein- oder mehrfachen Eigenwerten A, m Einheits-
Teilmatrizen ¥, angeben, die die Bedingungen (33) und (35) er‘iillen,
und zwar entspricht jedem p(i)ifachen Elgenwert A, c¢ine Einheits-
Teilmatrix ¢,, vom Range P(yy- 4n Hand der Gleichungen (3%3') und (25
(35') wurde nachgewiesen, daB diese Zerlegung eindeutig ist.

Die Matrix ¥, ist gemdB Gleichung (26) und (3C) ein Polynom
der Liztrix Ol ‘

€= f (A1)
Das entsprechende FPolynom der iatrix R sei

Gn=f(R) )
Aus Gleichung (61) folgt dann
(63) (3" €0} Gy -

Ebenso ist
(317 (A2, )P 3'= (R-2, €)™
und folglich
(R A f,i’m_ O = (}']-4' (o “Ai {) g € }' ]
also nach Gleichung (33)
(64) (R-A €)™+ 9, =0.
Andererselts folgt aus (63) und (35)

65) 5 £ 317 €010 £ e 310 g
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Die Matrizen (, (i=1,...,m) erfiilllen also mit den Gleichun-
gen (64) und (65) die hinreichenden Bedingungen (33) und (35) als
Einheits-Teilmatrizen der liatrix R . Da nach Gleichung (63) jede
latrix @, ebenso wie die entsprechende iatrix ¢, den Rang 9(1‘
hat, folgt aus den Ausfilhrungen des Abschnittes A 4, daB A
genau p(i)-facher Eigenwert der latrix R ist.

lian kann also, nachdem man die Elemente @,, der latrix R er-
mittelt hat, irgend eines der bekannten Verf ,.hren verwenden, um
die Eigenwerte der latrix R 2zu berechnen. Diese stimmen mit den
Eigenwerten der latrix Ol genau iiberein; es ist

il ein

= B Ly ‘Pm
(66) IA€-RI=12¢-0lI=y(A)= II' (A-2A,,)
Das Ausmultiplizieren der Determinante
(A-ay,) RS T T SRR TXngq0 T @,
=4 (A—ay) =, o ST - A
(67) IAg-RI = dakanl i Al S IR
0 0 O Sopds ai (A"d,,_,',,z’ S0, i
0 0 (ARSI = A-a, .4

kann nach den bekannten elementaren Verfahren durchgefiihrt werden.
Besonders einfach und iibersichtlich gestaltet sich die se Rechnung,
wenn man der Reihe nach die Spitzenunterdeterminanten

(A=) -~z  —ag,
(68). F = A=0 5150 Fr= (A_c:”)m__:u) s hy= 1 A-xy,) -a,,
A 0 =4 (A~}

usw. und schlieBlich die Determinante
Fo=IA¢-RI1=yp(A)
berechnet, _
Zwischen diesen Ausdriicken F, (v = 1,2,...,n) ergeben sich,
wenn man die einzelnen Unterdeterminanten nach den Elementen ihrer
letzten Spalte entwickelt, folgende Beziehungen:

Fo= (A-ay,) - F, - ay

Fy= (A-ay,) 'Fz e P O
{69) F": fﬂ. (x43, a‘z Fz -—q"f'F.' _aM
Fn = {’1 aau—i}F-f X, n—z'Fn-z_""_aMF*—“ﬂﬂ

Diese Rechnung ist am SchluB8 des vorliegenden Aufsatzes an einem
Zahlenbeispiel durchgefiihrt. _

lian konnte auch, um die Ligenwerte der hatrix R zu bestimmen,
nochmals das In Abschnitt A 1 beschriebene Verfahren benutzen, indem|’
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man z.B. wieder ausgehend von einem Eimheitsvektor 4, die Vektoren-
reihe

2
1 X 40 00 + 030
0 1 Ao + Q24
(10, e | DI SFE R = |0 | dpes= | 1)
0 0 0

berechnet. In der Latrix W=( 4, 4%,--44,,) verschwinden alle Ele-
mente unter der Hauptdiagonale, und simtliche Elemente der Haupt-
diagonale selbst sind = 1. Die Aufldsung des der Gleichung (7) ent-
sprechenden linearen Gleichungssystems fiir k,,---, k,

(‘M) . k,,%,"-k,,_,%,,+----+k,@‘tn_,h-#,,_

erfordert daher an sich nur einen geringen Arbeitsaufwand. Aller-
dings kitnnen bel dieser Hechnung auch hier wieder rechnerische
Schwierigkeiten durch Bildung kleiner Differenzen aus grolen Zahlen
auftreten. Dieser Nachteil wird bei unmittelbarem Ausmultiplizierén
der Determinante |A ¢-R[nach Gleichung (69) vermieden.

B 2. Durchfiihrung des Verfahrens bei vlligem oder angenihertemnm

(v)

Verschwinden eines Vektors 1z,

Es bleibt noch nachzuweisen, daB man ohne grundsitzliche /n-
derung des Verfahrens stets erreichen kann, dag die Determinsnte
der Matrix 3' von Mall verschieden ist. Bei der zu Beginn des Ab-
schnittes B.2 angegebenen Vorschrift zur Bestimmung der Vektoren

}Jw ergibt sich in Gleichung (55) fiir }' eine latrix, in der alle
Elemente oberhalb der lauptdiagonale verschwinden. Falls alle Haupt-
diagonalelemente der Matrix 3' , also die ersten, nicht absichtlich
eliminierten Komponenten der Vektoren 3,” von Null verschieden
sind, so ist die Determinante der Matrix 3}' gleich dem Produkt die-
ser Diagonalelemente, also ebenfalls von Null verschieden.

Verschwindet jedoch bei der Elimination der ersten v Komponen -
ten aus dem Vektor }qu' gemdf Gleichung (53) zufdllig auch die
(v+1)-te Komponente, so sind zwei Fille zu unterscheiden:

«.) Der Vektor 3, (v<n) verschwindet vollig. Dieser Fall
tritt ein, wenn aus einem der in Abschnitt A 3 und 4 behandelten
Griinde die Vektoren 3,,%,,:--, ?» voneinander linear abhingig sind.
k1t verschwindendem Vektor 3,” verschwinden auch alle folgenden
Spalten der Matrix 3' , sowie auch die Determinante dieser Matrix.

llan kann jedoch den Vektor '%:” 2ls Grenzwert eines Ausdrucks

§-33” |betrachten, worin 7, ein beliebiger von Null verschiede-
ner Vektor und S ein kleiner, im Grenzfall verschwindender, skala-
rer ¥Faktor sei, Fiir }j“"wahlt man am besten die (v+1)-te Spalte

der Einheltsmatrix, also einen Einkeltsvektor, dessen




= %

(v+1)-te Komponente = 1, alle iibrigen P{o:nponenten = 0 sind.
Anstelle der genauen Schreibweise 3, = 1lim 4 - 3“” mige 1im
50 :
folgenden kurz 3, V)= &= }“" geschrieben werden, worin im Grenzfall

d = 0 zu setzen ist.
Fiir dle weitere Rechnung wird statt des verschwindenden Vektors

%,  der von Mull verschiedene Vektor 3.’ benutzt. Nan berechnet
(v)

also nach Gleichung (52) den Vektor ?::: =0-%, und eliminiert
dessen (v + 1) erste Komponenten gemidB Gleichung (53)

=7 )} — nr P — =4y _ i Il'l_ —_ (v+q)
(72) . Fve ~ “v-p-f,o Yo~ mwd,d Fa.  TET aw--f,v--: ¥v-4 —“w--l'v ¥v T Fvea .

& 3 i) (v+1)
Dabei ist nur zu beachten, daf man, um ¥ves D2We %,., 2Zu erhalten,

. i v — (v+4)
die Vektoren 3,,, bzw. ¥,,, noch mit dem Faktor § multiplizieren

muf
(ved] — (v+4] (g (vl

Fvea =d- Fvea =d- }vu _)—? ‘.“lﬂ'{,“ 3"« = awiv}v 9

(73)

) () (w)

_3’”4 —‘[; (d-a wiq.‘u ‘Fu _av+4_v ¥ »

Damit ergeben sich die in die Vatrix R sufzunehmenden Koeffizienten

Cyog, o =0 &yy y —= 0 fiir w=04,---,v-1
und

avwi.v B &V*‘f,ﬂ £

i » ’ — [vtpl (vtyp)
Allgemein erhilt man fiir die folgenden Vektoren Fvsp und 3.,
— fvepl = (vip~A) V=o _ () vep-4 __ — (p)
1 - - - —

(72, }l"f’ 01 }voy—f Z; av#?"u 3"1 “éy a"lH»"" }F

(v+p) (v+g) (wep-1) ¥=1 vep-d @

(73') Fvep =J'§.v+’ za'}voy—d Z (- a-vq p 3’ A z V‘!.é‘ Fu 4

also

(7%) X g = K ey s == O flir = 04, ~4
und

(75) “Wr.a*:a:v+f,p fur m=y v+, - p+p-4.

Falls im weiteren Verlauf der Rechnung such noch einer der
Vektoren }w; verschwindet, so kann man durch den insatg
}:;ﬂ— J,'?L"," mit 4, — 0 auch hier wieder einen endlichen Vektor
einflihren und diesen .insatz gegebenenfalls =uch bei noch weiteren

verschwindenden Vektoren wiederholen.
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Zur Erlduterung diene das am Ende von Abschnitt A 3 benutzte
Zahlenbeispiel .

6 > -3 -g 1 6 0
sl D 5 3 - SR 2 ks s e
A=les T -9 ¥ lo| T |\3| 3y -5’
=1 =6 "4 Syl ing 0 -1 -1
19 0 44
3';= _;g }z"};"'ﬂ}o“"‘};: _18 3';:: _;g }':’=}g_%}¢"43’1"7}z=0'
-12 -8 -60
Un die Rechnung fortsetzen zu ktnnen, wird 3. = (e gesetzt:
0 -1
2o e :g Fo ST A gt 23012537 - 295 M=
1 21

lian erh#dlt also, indem man die Koeffizienten Xyu in der gezeigten
Welse in der Matrix R zZusammenstellt

6 19 44 -4
=1 4 4 28

0 1 7 1,254 2

0 0 1 29

worin § = O zu setzen ist. Man Uberzeugt sich leicht, daB simt-
liche Eigenwerte dieser llatrix mit denen der Matrix Ol iibereinstimmen,

p.) In dem Vektor }:w verschwindet zwar auBer den ersten
v Komponenten auch die (v+1)-te Komponente, jedoch ist mindestens

elne, z.B. die (v+p) -te Komponente des Vektors von Null verschieden.

In diesem Fall ist eine grundsgtzliche Anderung des Verfahrens
nicht notwendfg. yan mu8 dann nur in den folgenden Vektoren 3 vis
usw. statt der (v+1)-ten Komponente die (v+¢)-te Komponente eliminie-
ren,

Eine derartige /nderung in der "eihenfolge der zu ¢liminierenden
Komponenten ist ibrigens auch in anderen Fdallen u.U. vorteilhaft.
Un auch den geringsten unnﬁtigen Genauigkeitsverlust durch Diffe-
renzbildungen zu vermeiden, empfiehlt es sich, bei der Berechnung
des Vektors }:ﬁd' auller denjenigen Komponenten, die bereits in };”
eliminiert wurden, noch diejenige Komponente zu elizinieren, die
in 3,” mit dem groBten Betrage vorkomnt, Ein wesentlicher Einflug

auf die Genauigkeit der brgebnisse ist @llerdings nur bei betricht-
licher Verschiedenheit der Homponenten von -}f" Zu erwarten.
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B 4. Bestimmung der Eigenlsungen
Auch die Eigenldsungen konnen dhnlich wie beli den gzuerst be-
handelten einfachen Verfzhren mit verhalinismaBig geringem Arbeits-
aufwand berechnet werden. Es sei hierfiir der in Abschnitt B 2 ange-
gebene Rechnungsverlauf vorausgesetzt, wobei die einzelnen Kompo-
nenten der Vektoren in ihrer gegebenen Reihenfolge eliminiert wer-
den.

o 8el also die erste Spalte der Einheitsmatrix; dann ist

(76) 3= 3 2
und folglich nach Gleichung (6) und (57) dzw. (60)
(17) 3.7 0 g, =03y, =3 2% 3,

Nach Gleichung (7C) ist ferner
2 v
W™ ?2 T ?
also
(78) 3= 3,
und folglich
(79) 3—=(},3.f---3.,,_,}=3,'-(4‘£,12‘,---%ﬂ_4)= 3-m .
lan kann glso die Vektoren 3, aus den Vektoren 3, in einfacher
Welse berechnen. Nach Ermittlung der nigenwerte kann men also auf

dem friiher gezeigten Wege auch die entsprechenden Ligenlosungen der
atrix O ermitteln.

B 5. Praktische Durchfiihrung des Verfahrens

Das in diesem Abschnitt behandelte Verfuhren erscheint zunichst |
wesentlich umstindlicher und weniger iibersichtlich als das zuerst
angegebene Verfahren, besonders weil dabei abwechselnd zwel ver-
schiedenartige Rechnungen auszufiihren sind: Die Berechnung der

(v-41)

Vektoren % durch Multiplikation des Vektors };:4’m1t der lia-
trix 0 und die Berechnung des Vektors }:” durch Elimination der

f»-4)
¥

gezelgt werden, wie man auch diese Rechnung recht iibersichtlich an-
ordnen kann,
Nach Gleichung (56) ist

ersten v Komponenten aus dem Vektor ¥ . B8 so0ll deswegen noch

; (v=1) v _ (v-4)
Xyo Fot Ayy F4 o +dv,v-4 ¥v-1 T ° a - ¥v-1

In dieser Glelchung mdgen die Vektoren 30s 341"y Jv-¢  bereits be-
kannt sein. Bezeichnet man die ¢ -te Komponente des Vektors z;w
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[/
mit z‘“‘:, , 80 lautet die Gleichung fiir J.le ¢ -te Kouponente
fv=4)

(v-14)
‘rnch+‘xv4z4p+"”+“uvfzv-4p"" vp zaykzv-ax )
(80) i

< (w=4) y ) (47
E Ao Tiign +§ I L A APET

o)
Da die ersten v Komponenten des Vektors %, verschwinden
m %
(81) =0 fdr p=v ,
. folgt aus (80)
Lef v=1) fé.d e
(82) Ty, zH_k,«S: W)=0  fiir p=4,2,.

Aus diesenvGleichungen kitnnen die v Elemente a,, (4 =0,14000y,v=1)
berechnet werden; die iibrigen n-v Gleichungen (80) liefern die
Komponenten z::’ des Vektors },M .

Fiir die praktische Durchfilhrung der Rechnung lkann die folgende
Anordnung mit Vorteil benutzt werden:

Qg A4z Qg * " 0 7 70 Ay, 1
O (]
Qyq a,, Qa3 ° """ "y, Za
I "
Ay as; gy T PR a;, 0 Zg Z23
N
N
.................... N
....... 0 ! o
(25 auz QAna aun zd‘n zzn zn--f,n
(83)
1 0 0 . - 0 [0
'] ' I
Z4 Zg Z4n |l ~ Xy
1" - L B i s
Zyy t © 2y, “MI °‘311 A3z
\ | | Sk
R T ) ) .. -
‘_\\ l | | 1
(n=11 | | | l
n-1,n -qno| Xng | X | : :-an,n—-f

Der Raum rechts neben der Latrix O ist flr die zunadchst unbekann-
(4

~ten Vektoren 3’: (#=0,1,..,n-1) bestimnt, so daB beispielsweise

in der g -ten 7eile die Elemente a,, (k =1,2,...,0) und die p -ten

()

(@) 3 :
Komponenten z,. der Vektoren stehen.
P “p Fu

Unter der latrix Ol werden die Vektoren 3,,,3,", e, 3,::"
nochmals in liegender Anordnung angeschrieben (als v -te Zeile also
™) und rechts dahinter der Reihe nzch die Elemente
=y (y=0'4'...,v-41. Das Produkt aus der p-ten Zeile der oberen
Gesamtmatrix mit der y-ten Zeile der unteren Gesamtmatrix ent-

spricht also genau der linken Seite der Gleichungen (80) und (82).

der Vektor
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Der Gang der Rechnung ist folzender: Die Vektoren 3,,3;,-".
3wf:" mogen berecits berechnet und in das obige Schema eingetra-
gen sein. Die y-te Zeile der unteren Latrix, von der zunichst nur
die Komponenten des Vektors 3::m'bekannt 8ind, wird nun der Reihe
nach mit der 1, 2,..., v-ten Zelle der oberen Katrix multipliziert,
wobel gem#B Gleichung (82) alle diese Frodukte verschwinden miissen.
Das lIrodukt mit der 1. Zeile der oberen liatrix enthilt als eingige
Unbekannte das Element - o,,, das irodukt mit der 2. Zelle (nach-
dem a,, bekannt ist) als einzige Unbekannte das Element - q,, usf.;
man kann also jedesmal unter Benutzung der bereits bekannten Lle-
mente aus dem Irodukt der v-ten Zeile der unteren Liatrix mit der

g -ten Zeile der oberen katrix (p=1,2,...,v) gemdB der Gleichung

(84) k}_": a,, zv‘_::' +§: Z,:‘:" ol W z,::‘: gl PP

unter Benutzung der bereits bekannten :lemente ~0 (@ =0,1,0.0,p-2)
das klement ~Xy ,-4 berechnen. ian bilde also jeweils das Produkt

aus dem bereits bekannten Teil der v -ten Zelle der unteren latrix
mit der betreffenden Zeile der oberen Matrix. Das Ergebnis (gleich
der linken Seite von Gleichung (84)) ist noch durch-—z;?i? zu divi-
dieren. z;:; ist dasjenige Diagonalelement der Latrix 3 , das in
der gleichen Spalte steht wie das zu berechnende Element ~ Xy peq ¢
Es empfiehlt sich, diese Elemente der liatrix ;’ in dem obigen Schema

durch Unterstrelchung oder stirkere Schrift besonders hervorzuheben.

C. Durchrechnung eines praktischen Zahlenbeispiels

Nachdem die in den obigen Ausfiihrungen eingefiigten Zahlenbei-
spiele lediglich zur Erlauterung dienten, éoll zum Schlufl noch
die praktische Anwendung der belden Verfahren gezeigt werden.

Das folgende Zahlenbeispiel ist dem bekannten Buech "Technische
Dynamik"™ von Bi ezeno und CGranmm el , S. 823 entnommen.
Es betrifft die Berechnung der bigenfrequenzen der Biegeschwingun-
gen einer Welle, die mit vier punktfﬁrmig angenom-enen llassen be-
setzt 1ist. Die sich ergebende liatrix, deren Ligenwerte A;=£? (i=1,...4)
dem Quadrat der gesuchten Eigenfreguenzen W, ungekehrt propoftional
sind, lautet:




0,50948 0,58927 1,25 0,61206

1,5 0,56932

a=|(0+28927 0,TC929 1525 . 0575656 1,5 0,71906

0,61206 0,75656 1,25 0,83507 1,9 0,81930

0,56932 0,T71906 1925 0,81930 145  0,85261

C 1. /jnwendung des ersten Verfashrens
a) Berechnung der Vektoren %, = Olfji
%

1 0,50948 1,5612687 5,2919705 18,001741
[ O | ©,58927 o 1,9110726 o 6,4891927 + 22,075758
¥\ o) ¥\ 0,61206 | ¥\ 2,0962074 | ¥\ 7,1318790 | ¥*| 24,263880
0 0,56932 2,068T7155 7,0555270 24 ,006298

b) Auflosung des linearen Gleichungssystems

kt}a +k3}4+k23':+k43'3=_3'¢ ®

Dle Unbekannte k, kommt nur in der obersten Gleichung vor:
ke+ 0,50948ky + 1,561268T k; + 5,2919705 k, = -18,001741.

slimination von k, (Division der zweiten Gleichung durch den
Koeffizienten von k; und Ausldschung der
entsprechenden Xoeffizienten in den beiden
letzten Gleichungen):

ks + 3,2431188 k, + 11,01225T7 k, = =37,462891
0 0,11122414 k;, + 0,39171699 k, = - 1,3343427
0 0,22234309 k, + 0,78602889 k, = - 2,6779253

Elimination von k, (entsprechend wie bei k, ):

k, + 3,5218703 k, -11,996880

L

0,0C2965295 k, - 0,0105C171
Hieraus:
k, = - 3,541540
k, = + 0,475964
k, = - (,006150
‘4 = + {,000010

¢) Berechnung der higenwerte als wurzeln der Gleichung

A* -3,541540 2> + 0,475964 A* -0,0061504 + ©,000010 = O

Die Auflosung, die zweckmiBig mittels bekannter Niherungsverfahren
durchgefilhrt wird, ergibt :

A, = 3,4021T1 (3,40217)

A, = 0,125116 (0,125103)

A; = 0,012351 (0,0123991)

A, = 0,001902 (0,0018525)
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zum Vergleich sind die in oben genannter Quelle angegebenen, auf
anderem iege errechenten verte fir A,,--4A, in Flarmern hinzuge-
fiizt. Die Abweichungen iiberschreiten nicht wesentlich die GriBen-
ordnung derjenigen Ungenauigkeiten, dle, wie am Schlusse von Ab-
schnitt A 5 gezelgt, bereits durch die berrenzte Dezimalstellen-
zahl der Elemente der gegebenen iatrix O bedingt sind. Immerhin
ist besonders bel den kleineren higenwerten ein zusitzlicher Ge-
naulgkeltsverlust zu erkennen, der durch das genzuere zwelte Ver-
fahren (Abschnitt B) vermieden werden kann.

d) Berechnung von bigenlgsungen

Gesucht sei belsplelsweise die dem groBten Lizenwert
A, = 3,402171 entisprechende Ligenlisung ¢, - Aus den Jertenid,A,,A,
findet man

A, *A+A, = 0,139369
A A +A5A,+2,A,= 0,0018068
Az A;A,= C,00000294

und hieraus genid Gleichung (14) ohne Bericksichtigung des ska-
laren Fektors im lenner
£+ = 35 - 0»139369 3, + 0,0018068 3, - 0,00000294 3,
5,075 2956
6,223 9131
6,84C 8385
6,768 24C8

Die Irobe Ol:g,=A, p,ergibt in diesem Fall eine sehr gute
Jbereinstimmung:

17,267 0237 3,402 17104
21,174 8166 3,402 17099

oL-p,= A= (Olp,) ef

23,273 TC24 3,402 17101
235,026 T127 3,402 17101

Die anderen EigenlUsungen ¢,,p, und ¢, ergeben sich ebenso wie
die entsprechenden Figenwerte mit einer geringeren Genaunigkeit.
Falls dabei die Probe O-p;,=A;8; erglbt, dal die erzielte Genauig-
keit nicht cusreicht, so kenn men oft mit verhsZltnismiBig geringem
Arbeitsaufwand durch anwvendung von Ndherungsverfahren die gewiinsch-
te Genazuigkeit erreichen.
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b) Ausmultiplizieren der Determinante |A ¢-RI nach Gleichung (69)

Fo= A 0,50948
F, = A" - 3,24312 2 + 0,09103
Fs 3,5218T A" + 0,40958 A - 0,002060
@A) = F, 3,54152 2> + 0,47590 A* - 0,006143 A + 0,0000098

o
> >
ot

c) Aufl¥sung der Gleichung ¢ (A)= 0

Man erhsalt
A= 3,402169, A= 0,125109, A= 0,012382, A,= 0,0018595.

Die gesamte Rechnung wurde hier mit 6-ziffrigen Zahlen durchge-
fiihrt. Die genauwen, unter Beriicksichtigung von 8 Dezimalstellen
berechneten Werte betragen:

A, = 3,4021710, A,= 0,1251075, Aa,= 0,0123908, A,= 0,0018532.

Die mit 6 Dezimalstellen erreichte Genauigkeit ist also recht gut
und besonders fiir die kleineren Eigenwerte wesentlich besser sls
bei den TWerten, die oben nach dem ersten Verfahren unter Beriick-
sichtigung von 8 Dezimalstellen gefunden wurden.

d) Berechnung der Eigenlgsungen

Die Berechnung der lLatrizem U = (4%,.-44;) nach Gleichung (70) und
3=3-WM nach Gleichung (79) erfordert, nachdem die Latrizen R und
}"bekannt sind, nur eine geringe Hechenarbeit.

1 0,50948 1,56127 5,29198
o 1 3,24%12  11,01226
"o 0 1 3,52187
0 C 0 1
1 0,50948 1,56127 5,29198
catge |© 0458927 1,91107  6,48919
(b Bl 0,61206 2,09620 7,13188
0 0,5693%32 2,06872 7405552
Aus den Spalten %,,---, %3 der Matrix 3 und aus den bekannten
Eigenwerten Ay, ++,A, konnen die Eigenldsungen nach dem in Ab-

schnitt A 2 behandelten Verfahren in einfacher Jeise berechnet
werden.
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Zusammenfassung:

Fir die numerische Aufltsung der bei der Berechnung freier
periodischer Schwingungsvorginge vorkommenden Gleichungssysteme
werden zwel Verfahren behandelt, die auf einer Anwendung der
Hamilton-Cayleyschen Gleichung beruhen.

Das erste Verfahren zeichnet sich durch einen be sonders
einfachen und iibersichtlichen Rechnungsgang aus und erfordert,
verglichen mit anderen Verfahren, nur einen geringen Aufwand an
Rechenarbeit. Auch die Berechnung der Eigenldsungen ist hierbei
in einfacher Veise und mit geringem Arbeitsaufwand mglich. Ein
NWachtell dieses Verfahrens ist, da8 in gewissen Fillen ein Teil
der Elgenwerte und Figenldsungen infolge der Berechnung kleiner
Differengen aus groBen Zahlen nur ungenau oder liberhaupt nicht
gefunden wird.

_ Es wurde deshalb, auf dem gleichen Grundsedanken aufbauend,
noch ein zweites Verfahren entwickelt, das die sen Nachtell vermei-
det. Durch geelgnete Anordnung kann die Rechnung auch bel die sem
Verfahren recht einfach und iibersichtlich gestaltet werden. Auch
nier kann man nach Ermittlung der Eigenwerte leicht und mit ge=-
ringer Hechenarbelt die Eigenltsungen bestimmen.

Die Durchrechnung eines Zahlenbeisplels erliutert die prak-
tische /fnwendung der beiden Verfahren.
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